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Résumé

Le probleme SAT est connu pour étre le premier
probléme de décision de classe NP-complet (Cook,71).
C'est un probleme central dans la théorie de la com-
plexité. Dans la derniere décennie, les procédures prou-
vant la satisfiabilité ont été améliorées par I'élimination
de la symétrie. Une formule CNF contient usuellement
un nombre intéressant de symétries. |l y a deux types
d'exploitions des symétries. La premiere correspond a
I"élimination des symétries globales, c'est a dire, seules
les symétries initiales du probleme (le probléme a la ra-
cine de I'arbre de recherche) sont détectées et éliminées.
La seconde exploite toutes les symétries locales qui ap-
paraissent a chaque noeud de I'arbre de recherche. Les
symétries locales doivent étre détectées et éliminées dy-
namiquement durant la recherche. Exploiter ce genre de
symétrie semble étre une tache difficile. Quasiment tous
les travaux sur I'exploitation de la symétrie dans le pro-
bleme de la satisfiabilité traitent uniquement le cas des
symétries globales. En dépit de leur importance en pra-
tique, seuls quelques travaux étudient les symétries lo-
cales.

Détecter et éliminer efficacement les symétries lo-
cales durant la recherche est un challenge important.
Le travail que nous présentons ici est une contribution
pour répondre a ce difficile challenge. Nous présentons
une nouvelle méthode pour I'élimination des symétries
locales qui consiste a réduire l'instance partielle SAT,
non encore résolue correspondante a chaque noeud de
I'arbre de recherche, a un graphe dont le groupe d'au-
tomorphismes est équivalent au groupe de symétries de
I'instance partielle SAT.

Nous avons utilisé I'outil Saucy pour le calcul du
groupe d'automorphisme et nous avons implémenté une
technique de coupure de symétrie dans un solveur SAT.
Nous avons expérimenté cette méthode sur plusieurs ins-

tances SAT et nous I'avons comparé a une méthode qui
exploite les symétries globales. Les résultats obtenus sont
prometteurs. L'exploitation des symétries locales amé-
liore I'exploitation des seules symétries globales dans la
résolution de nombreux problemes difficiles et elles leurs
sont complémentaires si nous combinons les deux tech-
niques.

Abstract

The SAT problem is shown to be the first deci-
sion NP-complete problem (Cook,71). It is central in
complexity theory. In the last decade, the satisfiability
proof procedures are improved by symmetry elimination.
A CNF formula usually contains an interesting number
of symmetries. There are two kinds of symmetry exploi-
tation. The first one corresponds to global symmetry
breaking, that is, only the symmetries of the initial pro-
blem (the problem at the root of the search tree) are
detected and eliminated. The second one deals with all
local symmetries that appear at each node of the search
tree. Local symmetry has to be detected and eliminated
dynamically during the search. Exploiting such symme-
tries seems to be a hard task. Almost all of the known
works on symmetry in satisfiability are on global symme-
try. Only few works are carried on local symmetry, des-
pite their importance in practice. An important challenge
is then to detect and break local symmetries efficiently
during the search. The work that we present here is a
contribution towards an answer to this hard challenge.
We present a new method for local symmetries breaking
that consists in detecting dynamically local symmetries
by reducing the remaining partial SAT instance at each
node of the search tree to a graph that has an equiva-
lent automorphism group than the symmetry group of
the partial SAT instance. We used the software Saucy
to compute the automorphism group and implemented
a local symmetry cut in a SAT solver. We experimented
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this method on several SAT instances and compared it
with a method exploiting global symmetries. The results
obtained are very promising. Local symmetry improves
global symmetry on some hard instances and is comple-
mentary to global symmetry.

1 Introduction

Krishnamurthy dans [20] introduit le principe de la
symétrie dans le calcul propositionnel et a montré que
certaines formules difficiles & prouver peuvent avoir des
preuves courtes si on ajoute au systeme de résolution la
regle de symétrie. Les symétries ont été méme utilisées
bien avant, pour la résolution de nombreux probléemes
comme par exemple le probléme des huit reines [16].
Elles ont aussi été introduites dans la résolution des
problemes de satisfaction de contraintes [14, 25, 3],
dans un intelligent algorithme de Backtracking [9] et
dans la logique du premier ordre [11].

La symétrie est devenue une notion importante dans
la programmation par contrainte. Durant la derniere
décennie, plusieurs travaux sur ’exploitation des sy-
métries dans la résolution des problemes SAT et CSP
sont apparues. Cependant, peu de travaux exploitent
la détection et I’élimination dynamique des symétries
[4, 5, 6, 7, 15]. La plupart des méthodes n’exploitent
que les symétries globales [12, 1, 2], c’est a dire, les sy-
métries du probleme initial correspondant a la racine
de l'arbre de recherche.

Une symétrie d’une formule logique est une permu-
tation de littéraux qui laisse invariant la formule. Il
existe de nombreux probléemes en intelligence artifi-
cielle qui contiennent un nombre important de symé-
tries qui s’expriment sous forme de formules CNF.

L’importance de I'exploitation des symétries lors de
la résolution peut étre mise en évidence sur de nom-
breux problemes que les méthodes de résolution clas-
siques ont du mal a résoudre efficacement. Si on prend
par exemple le probleme des pigeons [8, 17], ou le
probléme de Ramsey [18]. Les deux problémes sont
connus pour étre difficiles a résoudre pour les mé-
thodes de résolution classiques et qu’ils sont représen-
tés en logique du premier ordre par un petit ensemble
de formules qui devient tres large lorsque 'on tente
de calculer toutes les instancions propositionnelles ter-
minales. L’ensemble des clauses propositionnelles ob-
tenues, contient un nombre important de symétries.
C’est a dire que, ’ensemble des clauses reste invariant
par rapport a plusieurs permutations de variables. 11
en résulte que prouver la satisfiabilité par 1’exploita-
tion de ces permutations a une complexité polynémiale
alors que l'on sait que les méthodes de résolution clas-
siques sont tous de complexité exponentielle pour ré-
soudre ces deux problemes, si I’élimination de la symé-

trie n’est pas prise en compte.

Le probleme de satisfiabilité est un probleme gé-
nérique, de nombreux problemes provenant d’autres
domaines peuvent étre réduit au probleme de sa-
tisfiabilité. Par exemple, la déduction automatique,
la configuration, la planification, 1’ordonnancement,
etc. Plusieurs méthodes d’élimination de la symétrie
pour le probleme de satisfiabilité ont été introduites
[12, 1, 2]. Cependant, pratiquement toutes ces mé-
thodes exploitent uniquement les symétries globales
et ignorent le traitement des symétries locales. Ceci
est du a la difficulté de la détection et de I’élimina-
tion dynamique de ces symétries. Contrairement aux
symétries globales qui peuvent étre exploitées par des
approches statiques faciles a implémenter.

Une approche qui détecte et élimine dynamiquement
les symétries locales en logique propositionnelle est
proposée dans [4, 5, 6]. Mais cette méthode est in-
complete dans le sens ou elle détecte qu’une partie des
symétries locales, et non pas tout le groupe total de
symétries locales. Une alternative a cette méthode est
d’adapter et d’utiliser 'outil Saucy qui permet de cal-
culer les automorphismes de graphes [1] afin de détec-
ter les symétries locales durant la recherche, puisque
le groupe d’automorphismes du graphe déduit a partir
de 'instance SAT est identique au groupe de symétries
de l'instance SAT.

Dans ce papier, nous présentons une méthode alter-
native qui élimine les symétries locales pour la réso-
lution du probleme SAT, qui exploite le groupe total
de symétries. Cette méthode consiste a réduire incré-
mentalement la sous-formule logique définie & chaque
noeud de ’arbre de recherche a un graphe sur lequel
nous utilisons un outil de calcul d’automorphismes
de graphes tel que Saucy [1]. L’élimination des sy-
métries est implémentée dans un solveur SAT que
nous avons expérimenté et comparé sur plusieurs ins-
tances SAT. Les résultats obtenus sont encourageants
et montrent que ’exploitation des symétries locales
donne de meilleurs résultats que I’exploitation des sy-
métries globales sur certaines instances SAT et que la
combinaison de I'exploitation des deux types de symé-
tries sont complémentaires.

Le reste du papier est organisé comme suite : la sec-
tion 2 rappelle les notions élémentaires sur le probléeme
de satisfiabilité et les permutations. La section 3 défi-
nie le principe de la symétrie et donne quelques pro-
priétés. La quatrieme section décrit la nouvelle mé-
thode de détection et d’élimination de la symétrie que
nous proposons. La section 5 montre comment la cou-
pure de symétrie est intégrée dans une procédure du
type Davis et Putnam. Nous évaluons la méthode pro-
posée dans la sixieme section ou plusieurs instances
SAT sont testées et ol une comparaison avec d’autres



méthodes est donnée. Finalement, nous concluons ce
travail dans la section 7.

2 Quelques rappels en logique proposi-
tionnelle

2.1 La loogique propositionnelle

Nous supposons que le lecteur est familier avec le
calcul propositionnel. Nous donnons ici, une courte
description, une plus complete description peut étre
trouvée dans [21]. Soit V' I’ensemble des variables pro-
positionnelles que 'on peut appeler simplement, va-
riables. Les variables doivent étre distinguées des lit-
téraux, qui sont en fait, les variables assignées & une
des deux valeurs possibles, 1 ou 0, qui veut dire Vrai
ou Faux respectivement(True ou False en Anglais).
Cette distinction peut étre ignorée si cela convient et
ne porte pas a confusion. Pour une variable proposi-
tionnelle p, il y a deux littéraux : p le littéral positif et
—p le négatif.

Une clause est une disjonction de littéraux
{p1,p2,...,pn} tel q’aucun littéral n’apparait plus
d’une fois, ni un littéral et sa négation en méme temps.
Cette clause est désignée par p; Vps V...V p,. Un sys-
teme F de clauses est une conjonction de clauses. En
d’autres mots, on dit que F est sous la forme normale
conjonctive (CNF).

Un assignement qui vérifie un systeme de clauses F
est une application I définit de I’ensemble des variables
de F vers 'ensemble {Vrai, Faux}. Si I[p] est la valeur
du littéral positif p alors I[-p] = 1 —I[p]. La valeur de
la clause p1 Vp2 V...V p, dans [ est vraie, si la valeur
vrai est assignée a au moins un de ses littéraux dans I,
faux sinon. Par convention, nous définissons la valeur
de la clause vide (n = 0) a faux.

La valeur I[F] du systéme de clauses est vrai si la
valeur de chaque clause de F est vrai, faux, sinon. On
dit que le systeme de clauses F est satisfaisable s’ils
existent des assignements I qui vérifient le systeme de
clauses et qui assignent la valeur vrai a F, sinon il
est insatisfaisable. Dans le premier cas I est appelé un
modele de F. Notons que le systeme de clauses qui
contient la clause vide est insatisfaisable.

On sait que [27] pour chaque formule proposition-
nelle F il existe une formule F’ sous la forme normale
conjonctive (CNF) telle que la taille de F’ est au plus
3 fois plus longue que la formule F et que F' est sa-
tisfaisable si et seulement si F est satisfaisable.

Dans la suite nous allons assumer que les formules
sont données sous la forme normale conjonctive.

2.2 Les permutations

Soit l'ensemble @ = {1,2,..., N} pour un entier
donné N, ou chaque entier représente une variable pro-
positionnelle. Une permutation de 2 est une applica-
tion bijective o de  a €2 qu’on représente usuellement
comme un produit de cycles de permutations. On dé-
note par Perm({2) 'ensemble des toutes les permu-
tations de ) et o la composition de permutations de
Perm(Q). La paire (Perm(2), o) forme le groupe de
permutation de €. En effet, o est close, associative,
I'inverse d’une permutation est une permutation et la
permutation identité est 1’élément neutre.

Une paire (T, 0) forme un sous-groupe de (S,0) si
et seulement si 7" est un sous-ensemble de S et forme
muni de 'opération o un groupe.

L’orbite w?Pe™ ™) dun élément w de Q sur lequel
le groupe Perm(Q) agit est w? ™ ={w’ : o €
Perm(Q)}.

Un ensemble de générateurs du groupe Perm({2)
est un sous-ensemble Gen de Perm() tel que chaque
élément de Perm(2) peut étre écrit comme composi-
tion des éléments de Gen. Nous écrivons Perm(Q)=<
Gen >. Un élément de Gen est appelé générateur.
L’orbite de w € Q peut étre calculée en utilisant uni-
quement ’ensemble des générateurs Gen.

3 La symétrie

Depuis la définition de symétrie de Krishnamurthy
[20] dans la logique propositionnelle, plusieurs d’autres
définitions ont été données par la communauté CP.
Freuder dans son papier [14], a introduit les notions
d’interchangeabilité globale et locale, ou deux valeurs
d’un domaine sont interchangeables dans un CSP, si
elles peuvent étre substituées I'une a ’autre sans au-
cun effet sur le CSP. En revanche Benhamou dans [3]
a défini deux niveaux de symétrie sémantique et une
notion de symétrie syntaxique. Il a également montré
que l'interchangeabilité globale de Freuder est un cas
particulier de symétrie sémantique et que ’interchan-
geabilité de voisinage (locale) est un cas particulier de
la symétrie syntaxique.

Plus récemment, Cohen et al [10] ont fait un état
de Dart sur les définitions de symétrie les plus connus
dans les CSPs et ont les regrouper dans deux défini-
tions : les symétries de solutions (sémantiques) et les
symétries de contraintes (syntaxiques). Presque toutes
ces définitions peuvent étre identifiées comme apparte-
nant & 'une des deux familles de symétrie : la symétrie
syntaxique ou la symétrie sémantique. Nous allons dé-
finir dans ce qui suit les deux symétries sémantiques
et syntaxiques dans la logique propositionnelle et nous
allons montrer leur relation avec les symétries de so-



lutions ainsi que les symétries de contraintes dans les
CSPs.

3.1 La symétrie dans la logique propositionnelle

Définition 1 (La symétrie sémantique) Soit F
une formule propositionnelle donnée sous la forme
CNF et Lz son ensemble complet® de littérauz. Une
symétrie sémantique de F est une permutation o

définie sur L telle que F |= o(F) et o(F) = F.

En d’autres mots, une symétrie sémantique d’une
formule est une permutation. Nous rappelons dans la
suite, la définition de la symétrie syntaxique donnée
dans [4, 5].

Définition 2 (La symétrie syntaxique) Soit F
une formule propositionnelle donnée sous la forme
CNF et Ly son ensemble complet de littérauz. Une
symétrie syntaxique de F est une permutation o
définie sur Lr telle que la condition suivante soit
vérifiée :

1.Vl e Ly,o(~t) =-0(l),

2. 0o(F)=F

En d’autres mots, une symétrie syntaxique d’une
formule est une permutation de littéraux qui laisse
invariant la formule. Si on dénote par Perm(Lyr) le
groupe de permutations de Lx et par Sym(Lx) C
Perm(Lx) le sous ensemble des permutations de
Lr qui sont les symétries syntaxiques de F,
alors Sym(Lz) est trivialement un sous groupe de
Perm(Lg).

Remarque 1 Les définitions de symétrie introduites
dans les CSPs [10] sont liées 4 celles introduites dans
la logique propositionnelle. On considéere par exemple
Pencodage SAT F directement du CSP P [19] ot une
variable booléenne est introduite pour chaque paire
variable-valeur du CSP, et ou une clause interdisant
chaque tuple rejeté par une contrainte spécifique est
ajoutée ainsi qu’une autre clause garantissant que la
valeur choisie pour chaque variable est préalablement
dans son domaine. Il est trivial de voir que la symétrie
de solutions du CSP P est équivalente a la symétrie
sémantique (la définition 1) de son encodage SAT F
et que la symétrie de contraintes de P est équivalente
a la symétrie syntazique (la définition 2) de F.

Théoréme 1 Chaque symétrie syntazique d’une for-
mule F est une symétrie sémantique de F.

1. I’ensemble des littéraux contenant chaque littéral de F et
son négatif.

Preuve 1 I est trivial de voir que la symétrie syn-
taxique est une condition suffisante pour la symétrie
sémantique. En effet, si o est une symétrie syntazique
de F, alors o(F) = F, donc il en résulte que F et o(F)
ont les mémes modéles. Chaque symétrie syntazique
est une symétrie sémantique et en général, l'inverse
est n’est pas vrai.

Exemple 1 Soit F l’ensemble des clauses suivantes :
F={aVvbVe,—aVb,—bVe,—cVa,~aV—bV-ch et oy et
o9 deux permutations définies sur l’ensemble complet
Lx des littérauz participant dans F comme suit :
o1=(a,b,c)(—a, b, ~c)

02 :((L, _'a’) (b’ _'C) (Cv _‘b)

Les deur o1 et oo sont des symétries syntariques de
F, puisque o1(F)=F =09(F).

Dans la suite, nous travaillerons uniquement sur les
symétries syntaxiques, nous utiliserons donc unique-
ment le mot symétrie pour designer la symétrie syn-
taxique.

Définition 3 Deuz littérauz £ et ' d’une formule F
sont symétriques, s’il existe une symétrie o de F telle

que o(f) = 1'.

Définition 4 Soit F une formule, l'orbite d’un litté-
ral £ € Ly sur lequel le groupe de symétries Sym(Lx)
opere est 5V L) ={5(0) : o € Sym(Lx)}.

Proposition 1 Tous les littéraux d’une orbite £ sont
symétriques deux & deux.

Preuve 2 La preuve est une conséquence triviale des
deux définitions précédentes.

Exemple 2 Dans l’exemple 1, l’orbite du littéral a est
a®vm™(EF) = L4, b, ¢, ~a, —b, ~c}. Nous pouvons voir que
tous les littéraux sont dans la méme orbite. Donc, ils
sont tous symétriques.

Si I est un modele de F et ¢ une symétrie, nous
pouvons avoir un autre modele de F en appliquant o
sur les variables qui apparaissent dans I. Autrement
dit, si I est un modele de F alors o(I) est un modele
de F. Une symétrie o transforme chaque modele en un
autre modele et chaque no-good en un autre no-good.
Dans la proposition suivante, nous assumons que o est
une symétrie de ’ensemble des clauses F.

Proposition 2 Soit £ un littéral, o une symétrie telle
que ¢! = o(l) et I' = o(I). Si I est telle que I[¢] =
Vrai, alors I' est telle que I'[l'] = Vrai

Preuve 3 La preuve est triviale. En effet, si { est vrai
dans le modéle I alors o(€)= ¢ doit étre vrai dans le
modele o(I)=I".



Nous déduisons la proposition suivante.

Proposition 3 Si un littéral ¢ a la valeur vrai dans
un modéle de F, alors o(€) doit avoir la valeur vrai
dans un modele de F.

Théoréme 2 Soient £ et ¢’ deux littéraux de F qui
sont dans la méme orbite en ce qui concerne le groupe
de symétries Sym(Lx), alors £ est vrai dans un modéle
de F si et seulement si €' est vrai dans un modéle de
F.

Preuve 4 Si ¢ est dans la méme orbite que £’ alors
il est symétrique avec £’ dans F. Donc, il existe une
symétrie o de F tel que o(€) = £'. Si I est un modéle
de F alors o(I) est aussi un modéle de o(F) = F, en
plus, si I[¢] = true alors o(I[¢']) = true (la proposition
2). Pour linverse, il faut considérer { = o= *({'), et
faire une preuve similaire.

Corolaire 1 Soit £ un littéral de F, si £ n’est pas vrai
dans aucun modéle de F, alors chaque littéral ¢’ €
orbit’# n'est pas vrai dans aucun modéle de F.

Preuve 5 La preuve est une conséquence directe du
théoréme 2.

Le corolaire 1 exprime une propriété importante que
nous allons utiliser pour éliminer les symétries locales
a chaque noeud de I’arbre de recherche. C’est a dire,
si un échec est détecté apres avoir affecté la valeur
vrai au littéral courant ¢, alors nous calculons I'orbite
de £ et nous assignons la valeur faux & chaque littéral
dans 'orbite, puisque par symétrie nous savons que la
valeur vrai ne peut étre assignée a ces littéraux sous
peine d’avoir de produire un échec, donc les littéraux
assignés a vrai de 'orbite ne participe dans aucun mo-
dele de la sous formule considérée.

De nombreux problemes difficiles pour la résolu-
tion ont été démontrés de complexités polynoémiales
si la symétrie est considérée. Par exemple, trouver des
nombres de Ramsey ou résoudre le probleme des pi-
geons sont connus pour étre exponentielles pour la ré-
solution classique, tandis que de courtes démonstra-
tions peuvent étre faites pour les deux lorsqu’on ex-
ploite la symétrie dans le systeme de résolution. Nous
allons montrer maintenant comment détecter dynami-
quement la symétrie locale.

4 La détection et I'élimination de la sy-
métrie locale

Les symétries locales doivent étre détectées dyna-
miquement a chaque noeud de ’arbre de recherche.
La détection dynamique de la symétrie a été étudiée

dans [4, 5] ot une méthode de recherche des symétries
syntaxiques locales a été donnée. Cependant, cette mé-
thode n’est pas complete, elle détecte uniquement une
symétrie o a chaque noeud de l'arbre de recherche
lors de I’échec dans D’affection du littéral courant /.
Une heuristique est utilisée sur les permutations de
variables de ¢ a fin d’avoir le nombre maximal de lit-
téraux dans le méme cycle de permutation dans le-
quel apparait £. En dépit de cette heuristique, cette
méthode ne détecte pas tous les littéraux symétriques
avec £ correspondant & l’orbite de £, puisqu’il n’utilise
pas toutes les symétries locales.

Comme alternative & cette méthode de recherche
de symétrie incompléte, nous avons adapté Saucy [1]
pour détecter toutes les symétries syntaxiques et nous
montrons comment éliminer ces symétries durant la
recherche. Saucy est un outil pour le calcul des auto-
morphismes de graphes. Il existe d’autres outils comme
Nauty [22] et plus récemment AUTOM [26] ou aussi
celui décrit dans [23] qui peuvent étre adaptés pour la
détection des symétries locales. Il est montré dans [26]
que AUTOM est I'un des meilleurs outils. Cependant,
il n’est pas gratuit et comme depuis peu, une nouvelle
version plus performante de Saucy vient de sortir, [13] ;
nous avons choisit Saucy. Il est montré dans [12, 1, 2]
que chaque formule CNF F peut étre représentée par
un graphe Gx qui est construit de la fagon suivante :

— Chaque variable booléenne est représentée par
deux sommets (sommet littéral) dans G : le lit-
téral positif et son négatif. Ces deux sommets sont
connectés par une aréte dans le graphe Gr.

— chaque clause non binaire est représentée par un
sommet (sommet clause). Une aréte connecte ce
sommet a chaque sommet représentant un littéral
de la clause.

— Chaque clause binaire est représentée par une
aréte connectant les deux sommets représentant
les deus littéraux de la clause. Les sommets cor-
respondants aux clauses binaires ne sont pas ajou-
tés.

Une propriété importante du graphe Gr est qu’il
préserve le groupe de symétries syntaxiques de F. En
effet, le groupe de symétries syntaxiques de la for-
mule F est identique au groupe d’automorphismes de
sa représentation graphique Gz, donc nous utilisons
Saucy sur Gz pour détecter le groupe de symétries
syntaxiques de F. Saucy retournes l’ensemble des gé-
nérateurs Gen du groupe de symétries duquel on peut
déduire chaque symétrie. Saucy offre la possibilité de
colorer les sommets du graphe tels que, chaque som-
met est autorisé a étre permuté avec un autre som-
met s’ils ont la méme couleur. Ceci restreint les per-
mutations aux noeuds ayant la méme couleur. Deux
couleurs sont utilisées dans G, une pour les som-



mets correspondant aux clauses de F et 'autre cou-
leur pour les sommets représentant les littéraux de
Lz. Ceci permet de distinguer les sommets clauses
des sommets littéraux, et prévient donc la génération
de symétries entre clauses et littéraux. Le code source
de Saucy peut étre trouvé a l'adresse (http ://vlsi-
cad.eecs.umich.edu/BK/SAUCY/).

Exemple 3 Soit F la formule CNF donnée dans
l’exemple 1. Son graphe associé Gr est donné dans
la figure 1.

FIGURE 1 — Le graphe Gz correspondant a F

4.0.1 Détection dynamique de la symétrie :

On considere la formule CNF F, et un assignement
partiel I de F ou £ est le littéral courant en cours d’as-
signement. L’assignement I simplifie la formule don-
née F en une sous formule F; qui définit un état de
I’espace de recherche correspondant au noeud courant
ny de 'arbre de recherche. L’idée, est de maintenir
dynamiquement le graphe Gz, de la sous formule Fr
correspondant au sous probleme local défini au noeud
courant ny, alors on colorie le graphe Gz, et on cal-
cule son groupe d’automorphismes Aut(Fy). La sous
formule F; peut étre vu comme le sous probleme res-
tant correspondant & la partie non encore résolue. En
appliquant Saucy sur ce graphe coloré, nous pouvons
déduire ’ensemble des générateurs Gen du sous groupe
de symétries existant entre les littéraux de Lz, a partir
desquels on peut calculer I'orbite du littéral courant ¢
qui sera utilisée pour faire des coupures de symétries.

4.0.2 Elimination des symétries :

Nous utilisons le corolaire 1 pour élaguer des espaces
de recherche des méthodes de résolution. En effet, si
I’assignement de la valeur vrai au littéral courant £ dé-
fini & un noeud donné n; de 'arbre de recherche est
montré qu’il meéne a un échec, alors ’assignement de
la valeur vrai a n’importe quel littéral de l'orbite de
¢ menera aussi a un échec. Donc, la valeur fauzx doit
étre assignée a chaque littéral de I'orbite de £. Nous

élaguons alors, le sous espace correspondant a 1’assi-
gnement de la valeur alternative vrai a ces littéraux
dans l’arbre de recherche. C’est ce qu’on appelle les
coupures de symétries.

5 Exploitation de la symétrie dans un al-
gorithme de résolution

Maintenant nous allons montrer comment ces litté-
raux symétriques peuvent étre utilisés pour augmenter
lefficacité des algorithmes de résolution SAT. Nous
choisissons dans notre implémentation la procédure
Davis Putnam (DP) comme méthode de base que nous
souhaitons améliorer par ’exploitation de la symétrie.

Si I est une interprétation partielle inconsistante
dans laquelle 'assignement de la valeur vrai au lit-
téral courant £ est montrée étre en conflit, alors en ac-
cord avec le corolaire 1, tous les littéraux dans ’orbite
de ¢ calculés en utilisant le groupe Sym(F) retourné
par Saucy sont symétriques a £. Ainsi, nous assignons
la valeur faux & chaque littéral de ¢5¥™(LF) puisque
la valeur vrai est montrée étre contradictoire, et alors
nous élaguons le sous espace correspondant aux as-
signements a la valeur vrai. La procédure résultante
appelée Satisfiable est donnée dans ’algorithme 1.

La fonction orbit(¢, Gen) est élémentaire, elle per-
met de calculer l'orbite du littéral ¢ a partir de 1’en-
semble des générateurs Gen retourné par Saucy.

6 Expérimentations

Nous allons maintenant étudier les performances de
notre méthode par le biais d’expérimentations. Nous
choisissons pour notre étude des instances SAT pour
mettre en évidence 'intérét de I'exploitation de la sy-
métrie dans la satisfiabilité. Nous posons que 'apport
de la symétrie sera plus important dans des applica-
tions réelles. Ici, nous avons testé et comparé 4 mé-
thodes :

1. No-sym : recherche sans élimination de symé-
tries, c’est le solveur LSAT de base [24];

2. Global-sym recherche avec détection et élimi-
nation des symétries globales. Cette méthode ex-
ploite un programme nommé SHATTER, comme
préprocesseur [1, 2] qui détecte et élimine les sy-
métries globales de I'instance considérée en ajou-
tant a l'instance des clauses éliminant ces symé-
tries. L’instance obtenue est alors résolu par le
solveur LSAT. Le temps CPU de Global-sym dans
la table 1 inclut le temps nécessaire & SHATTER,
pour le calcul et I’élimination des symétries glo-
bales.



Algorithm 1: La procédure Davis Putnam muni de I’élimination des symétries locales

Procedure: Satisfiable(F)

1 begin
2 if F = () then F est satisfaisable
3 else si F contient la clause vide alors F est insatisfaisable
4 else begin
5 if il existe un mono-littéral ou un littéral monotone £ then
6 if Satisfiable(Fy) then F est satisfaisable
7 else F est insatisfaisable
8 else begin
9 Choisir un littéral non assigné ¢ de F
10 if Satisfiable(F,) then F est satisfaisable
11 else begin
12 Gen=Saucy(F);
13 05ym(LF) —orbit (0,Gen)={l1, Lz, ..., £y} ;
14 if Satisfiable(F g, n—ton...n—e,,) then F est satisfaisable else F est insatisfaisable
15 end
16 end
17 end
18 end
‘ No-sym Global-sym Local-sym Global-Local-sym
Instance Vars : clauses | Noeuds | Temps | Noeuds | Temps | Noeuds | Temps | Noeuds | Temps
fpgal0_8_SAT 120 : 448 6,637,776 44.41 449 0.02 9835 2.09 449 0.71
fpgal0_9_SAT 135 : 549 - >1,000 284 0.02 57080 20.37 284 0.53
fpgal2 8_SAT 144 : 560 6,637,776 | 35.79 165 0.00 9835 2.14 165 0.32
fpgal3_10_SAT 195 : 905 - >1,000 4261 0.41 304,830 | 134.89 4261 14.08
Chnl10_11 220 : 1122 3,628,800 | 100.09 382 0.09 512 2.42 382 3.33
Chnl10_12_3 240 : 1344 3,628,800 | 120.72 322 0.10 512 2.63 322 3.41
Chnl11.12_3 264 : 1476 - >1.,000 1123 0.26 1024 6.28 1123 12.09
Chnl11_13 286 : 1742 - >1,000 814 0.25 1024 7.38 814 10.96
Chnl11_20 440 : 4220 - >1,000 523 0.38 1024 18.93 523 18.90
Urq3_5 46 : 470 - >1,000 16384 0.16 30 0.09 15 0.00
Urq4_5 74 : 694 - >1,000 - >1,000 44 0.32 31 0.10
Urgb_b 121 : 1210 - >1.,000 - >1,000 73 1.43 44 0.27
Urq6_5 180 : 1756 - >1.,000 - >1,000 110 4.76 84 2.03
Urq7.5 240 : 2194 - >1,000 - >1,000 147 9.32 108 3.44
Urq8.5 327 : 3252 - >1,000 - >1,000 225 27.11 171 9.18

TABLE 1 — Quelques résultats sur des instances SAT




3. Local-sym : recherche avec détection et élimi-
nation des symétries locales. Cette méthode im-
plémente dans LSAT la stratégie de détection et
d’élimination dynamique décrite dans ce travail.
Le temps CPU de Local-sym inclut le colt en
temps de I'exploitation des symétries locales.

4. Global-Local-sym : recherche qui combine 1’ex-
ploitation des symétries globales et locales. La mé-
thode consiste a utiliser LSAT avec exploitation
des symétries locale (& savoir donc la méthode
Local-sym) sur les instances produites par 1'utili-
sation de SHATTER comme préprocesseur.

sur de différentes instances SAT comme les FPGA
(Field Programmable Gate Array), Chnl, Urquhart
et quelques instances issus du probleme de colora-
tion de graphes. Nous rappelons que le point com-
mun entre les différentes méthodes présentées précé-
demment est qu’elles ont toutes en commun la mé-
thode LSAT comme méthode de base. Les indicateurs
de complexité sont le nombre de noeuds ainsi que le
temps (en secondes). Le temps nécessaire pour le cal-
cul et l'exploitation des symétries globales et locales
est ajouté au temps CPU total pour la résolution des
instances. Le code source est en C, il est compilé et
exécuté sur une machine équipée d’un Pentium 4, 2.8
GHZ et 1 Gb de RAM.

6.1 Résultats sur les instances SAT

La table 1 montre les premiers résultats obtenus
des différentes méthodes sur les instances SAT choisit.
Elle donne le nom des instances, la taille de celles-ci
(variables/clauses), le nombre de noeuds et le temps
CPU pour la résolution des instances pour chaque mé-
thode.

La table 1 montre que Global-sym est en géné-
ral meilleure que Local-sym et No-sym en nombre de
noeuds et en temps CPU sur les problemes FPGA
et Chnl, mais Local-sym est capable de les résoudre
aussi. Ces problemes contiennent un nombre tres im-
portant de symétries globales, ceci explique qu’il est
suffisant de les éliminer afin de résoudre efficacement
ces instances. Eliminer les symétries locales sur ces
problémes peut parfois rendre la résolution plus lente.
Les instances Urq sont connus pour étre plus durs que
les FPGA et les Chnl, nous pouvons voir que No-
sym n’est pas capable de les résoudre et que Global-
sym n’a résolu que l'instance Urg3_5 et n’a pas pu
résoudre les autres dans la limite de temps imposée.
La méthode Local-sym a résolu tous les instances Urg
efficacement. L’élimination de la symétrie locale dans
ce cas est plus avantageuse que l’élimination des sy-
métries globales. Nous pouvons voir qu’en moyenne la
méthode Global-Local-sym est meilleure que toutes les

autres méthodes, puisqu’elle a résolu toutes les ins-
tances efficacement. Ses performances son comparable
a la méthode Global-sym sur les instances FFPGA et
Chnl et a la méthode Local-sym sur les instances Urq.
Il est donc plus avantageux de combiner les deux types
d’élimination de la symétrie pour ces problemes. Les
résultats confirment que les deux méthodes Global-sym
et Local-sym peuvent étre complémentaires.

6.2 Les résultats sur les instances du probleme de
coloration de graphes
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FIGURE 2 — Les courbes de noeuds et temps en
moyenne pour les deux méthodes d’élimination de la
symétrie sur le probleme de coloration de graphes ou
n=30etd=0.5

Les instances du probleme de coloration de graphes
sont générées en fonction des parametres suivants : (1)
n : le nombre de sommets, (2) Colors : le nombre de
couleurs et (3) d : la densité qui est un nombre entre
0 et 1 qui exprime le ratio : le nombre de contraintes
(le nombre d’arétes dans le graphe) sur le nombre de
toutes le contraintes possibles. Pour chaque test cor-
respondant aux parametres n, Colors et d fixés, un
échantillon de 100 instances est générée aléatoirement
et les mesures (temps CPU, nombre de noeuds) sont
prises en moyenne.

Nous avons reporté sur la figure 2 les résultats ob-



tenus a partir des méthodes testées : Global-sym, et
Local-sym, sur les instances générées aléatoirement ol
nous avons fixé le nombre de variables a n = 30 et ou
la densité est fixée & (d = 0.5). Les courbes donnent
le nombre moyen de noeuds, respectivement, le temps
CPU moyen en fonction du nombre de couleur pour
chaque méthode.

Nous pouvons voir que les courbes représentant le
nombre moyen de noeuds (les courbes du haut) que
la méthode Local-sym détecte et élimine plus de sy-
métries que la méthode Global-sym et que Global-sym
n’est pas stable pour le probleme de coloration de
graphe. A partir des courbes de temps (les courbes du
bas), nous pouvons voir que Local-sym est en moyenne
plus rapide que Global-sym bien que Saucy est exécuté
a chaque noeud pour la méthode Local-sym. L’élimi-
nation des symétries locale est plus avantageuse pour
la résolution du probléme de coloration de graphes que
I’élimination des seules symétries globales sur ces pro-
blemes.

7 Conclusion et perspectives

Ici, nous avons étendu le principe de détection et
d’élimination des symétries aux symétries locales. En
effet, les symétries de chaque sous formule CNF définie
a chaque noeud de 'arbre de recherche et qui est déri-
vée de la formule initiale en considérant I’assignement
partiel correspondant a ce noeud. Nous avons adapté
Saucy pour calculer ces symétries locales en mainte-
nant dynamiquement le graphe correspondant la sous
formule définie & chaque noeud de ’arbre de recherche.

On donne a Saucy en entrée le graphe de la sous
formule locale et il nous retourne alors ’ensemble des
générateurs du groupe d’automorphismes du graphe
donné, sachant que ce groupe est équivalent au groupe
de symétries locale de la sous formule considérée. La
technique de détection et d’élimination des symétries
locales a été implémentée dans une méthode de réso-
lution de probléemes SAT appelée LSAT afin d’amé-
liorer ses performances. Les résultats expérimentaux
confirment que ’élimination des symétries locales est
d’un apport non négligeable pour la résolution des pro-
blemes SAT et améliore les méthodes n’exploitant que
I’élimination des symétries globales sur certains pro-
blemes, et qu’elle peut étre complémentaire a 1’élimi-
nation des symétries globales si on les combine.

Comme travail futur, nous envisageons d’implémen-
ter une version affaiblie des conditions de détection des
symétries locales que nous supposons plus avantageuse
pour détecter un plus grand nombre de symétrie, que
nous comparerons ses résultats avec ceux qu’on vient
de présenter.

Un autre point important est de tenter de détecter

les symétries de variables locales et de poster dyna-
miquement des contraintes qui les éliminent. Il serait
alors important de comparer les approches statiques
qui détectent uniquement les symétries globales avec
cette approche.
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